1. SERIE DE FOURIER

1.1 Cas d’une fonction f a valeurs réelles

Pour toute fonction f T-périodique a valeurs réelles :

+00 10
f(t)=co+ X [a,cos(nQt)+ b, sin(nQt)]=co + Y c,cos(nQt+y,)

n=1 n=1
avec pulsation fondamentale unicité de ce développement

c, cos(nQt +vy,)=c, cosy,cos(nQt)—c, siny, sin(nQt) = cn2 = a,.,2 + bn2
%K_J . J

Vo

an bn

onprend c, = \/an2 + bn2

=
calcul : {Co = %If(t)dt = <f>}valeur moyenne de f (0 =0)
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e I el
a, = — [ f(t)cos(nQt)dt b, = — [ f(t)sin(nQt)dt
To To

tous nuls si fimpaire tous nuls si f paire

+00

pour f de classe C' par morceaux Cg+ >, C,cos(nQfy + vy, ) converge vers
n=1

f(ty )+f(tp")
2

c1cos(Qt +y4) fondamental de f (méme période T)

f(ty) si fcontinue en ty , et sinon vers

cp cos(nQt +wy,) harmonique de rang n de f (période T /n)

Co

spectre de f o
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pour les fonctions « physiques » ¢, — 0
nN—oo

N
= Cp+ 2. c,cos(nNQt +vy,)=1(t) pour N assez grand
n=1

créneaux symétriques pairs F,

Co =(f)=0

b, =0 Vn

|\)|""|0

T

AR
2P+ 2p + 1)n

(-1)° -Fo

f(t)= :[cos(ﬂt)——cos(3ﬂt)+ cos(SQt)——cos(7Qt)+ ]

—»



Fot

spectre en 1/n

convergence non uniforme

1,3eth

fondamental

signal en créneaux

somme des harmoniques

harmonique de rang 3
harmonique de rang 5
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-
-




triangles symétriques impairs 47t
Co=(9)=0
dn = 0 Vn T i I
4
primitive nulle en 0 de la fonction créneaux
précédente
/t—aG° in(Qt)— - sin(3Qt) + - si SQt\ 1=Go
g( )_n—2 sin(Qt) - — sin( )+5—23|n( ) A
_4+%
—izsin(7gt)+...] — =47
- 7 /
_T o7l 1
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convergence uniforme

signal en triangles

1,3etb

fondamental

harmonique de rang 3
harmonique de rang 5

spectre en 1/n?

somme des harmoniques




1.2 Théoréme pour les fonctions f a valeurs complexes

Pour toute fonction f Ty-périodique a valeurs complexes :

£(t) = *‘Z°:° C.o2innv,t 1 17 :
B = avec |[vo=—| et| C,=—| f(t)e'z'“""otdt
n=-—oo TO - To 0

unicité de ce développement

le spectre de ffait donc intervenir des fréquences négatives, mais pour une fonction
fréelle,on a:

T 2innv.t &L 2innv t
C,=C' =>f(t)=Co+ X C_p,e =™ + 3 Ce” ™
— - n= n=1
+00 , -
:(i_i_ Z |:(i62/7tn\/ot +((i62175n\/ot )*:|
n=1
=400 .
=Cqp + 2Re{ C,e” “”Vot}
~0 e n
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On peut donc ne considérer que les fréquences positives.

Le spectre est alors par exemple la représentation de 2C,|=c,
T
1 0

pour v =v(,2v(,3vg,....,Nvg etde Cy=cy=— _[f(t)dt:<f> pour v=0

00

Forme déja vue pour une fonction a valeurs réelles :

Posons (i:%(an—ibn) pour n>0 et Q:%zﬁwo

400 , 1o
= f(t)=Cq + 2Re{2(ﬁe’”gt} =Cy + D_a, cos(nQt)+ b, sin(nQt)

n=1 n=1
1 To 1 7o
Comme C, = = [ f(t)lcos(nQt)—isin(nQt)ldt onabien ¢q=— jf(t
— Too To o

2 7o 270
a, = [f(t)cos(nQt)dt et b, = [f(t)sin(nQt)dt
To § To §

={f)



2. TRANSFORMEE DE FOURIER

Pour toute fonction non périodique du temps f(t), a valeurs complexes, on a :

k’(t) = Tof(v)ez"“"tdv}

—00

ou F(v) est la transformée de Fourier de f, donnée par :

{ f(v)= +fof(t)e-z"’“”clt ]

—00

Le spectre de ffait donc intervenir des fréquences négatives, mais pour une fonction
fréelle,ona:f(-v)=f*(v) d’ou:

0 _ +00_ ' +o0_ ' boo_ |
f(t)= [F(v)eX™dv+ [F(v)e?™dv= [F(-v)e 2™ dv+ [F(v)e?™dv
—® 0 0 0

— [F (v)e?™! 4 (F (v)e2™! )*}dv =2Re TO [F (v)ezi“"t]dv
0 0
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On peut donc ne considérer que les fréquences positives.

Le spectre est alors par exemple la représentation de Z‘F(v)‘ pour v=>0

propriétés
* unicité
« linéarité TF[AF(t)+ pg(t)]= ATF[f(t)]+ uTF|g(t)]

. similitude [TFH;H(V) =P-f (M)}

+00 '
démonstration TFH%H(V): I ije‘z”Wtdt

. .t
on effectue le changement de variables t' = .

S

(—|—OO . ,

[f(the *™*idt'sin >0
- soit dans tous les cas [\ -f(Av)
[f(the ™ dt sin <0

\_+00
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une dilatation de I'échelle des temps implique une contraction de celle des fréquences :
(A >1)

une contraction de I'échelle des temps implique une dilatation de celle des fréquences :
(A <1)

plus un signal temporel est bref, plus il est riche en fréquences (spectre étalé) ;
plus il dure longtemps, moins il contient de fréquences (spectre étroit).

1

t

t, >

A
ts £(£12)
p—
2At
»{
2t

ici A =2



Exemples :

fonction « fenétre »

At At
_ 2 —2ixvt 1Mo
f(V)Z jezm\)tdt_|:e . :|
'\ — 2iTtv At
- >
ItvAt —IntvAt )
—e i
= z‘e . = At sinc(nvAt) avec sinc(X)zsmx
2iTtvAL
£
{ At
1
AL =
e, )
_A_t A_t > { NS 5 1AV N, NS S
2 2 e
At At | At At
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Fonction « gaussienne » i P 2y )
) N +oo _ +00 B{(t Bj ] _TV 4o
fity=e P = f(v)= je_m e 2migt = _[e dt=e P Ie B’ du
en effectuant le changement de variable u =t + m_v (et en admettant sa validité).
2 2
comme I 6 du = \f = f(v)= \f La TF est aussi une gaussienne
4 i
At = Av
» f %

[At_m:mnz}
7T

(définition a mi-hauteur)




Distribution de Dirac

8(t) = lim ()

f8
impulsion idéale 1 A
5(t) = Opour t=0 <
+oopour t=0
+oo W >
avec [{05(1‘ )dt =1 } 515

Propriétés:

8—)9..

> f
I'aire sous la courbe
se conserve

. Tf(t)S(t)dt = f(O)TB(t)dt =f(0) et +joof(l‘)éS(t —tp)dt =1(ty)

+00 .
. {g(v) = jS(t)e‘z”Wtdt = 1} un signal de durée nulle posséde une largeur spectrale

infinie.

—00
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. +0 . +w~ .
. 2™ = [§(v—vg)e®™dv  or f(t)= [F(v)e*™'dv

—Q0

on en déduit que ﬁa TF de f(t)=e?™0! est F(v)=8(v—vp) }

le spectre d'un signal sinusoidal (de durée infinie) ne contient qu’une raie pour
sa fréquence v,

pour qu’un instrument produise un son le plus sinusoidal possible, il faut qu'il vibre
longtemps (diapason).

la durée d’un signal réel étant finie, sa largeur spectrale peut étre faible, mais non
nulle.

[Un signal sinusoidal n’a donc pas de réalité physique ]
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Application : réponse d’un systéme linéaire a une entrée quelconque

v

réponse R(f)

+00 _
f(t)= [f(v)e*™dv
% H(v) g2imvt

eercvt

v

H(v) est la fonction de transfert du systéme linéaire

+00 )
linéarité = R(t)= [H(v)f (v)e*™dv

—Q0

f(t)=8(t)=+fo S(v)e?™idy . R(t):T H(v)e*™dv car §(v)=1

—00

impulsion donc [[-[(v) = §(V) = TF[R(t)](V)]

la fonction de transfert d’un systéme linéaire est égale a la transformée
de Fourier de la réponse impulsionnelle

experimentalement, on obtient la fonction de transfert d’'un circuit linéaire
a I'aide d’'un générateur d'impulsions et d’'un analyseur de spectre.
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