
1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1.1 Dérivées partielles

de classe C1

dérivée de f par rapport à la variable x, l’autre variable y étant fixée

si pas d’ambiguïté mais attention ! 
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entropie dans les deux cas, même notation (en physique) mais pas

la même fonction !
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1.2 Théorème de Schwarz
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si                            de classe C1 , on peut former :
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2. DIFFÉRENTIELLES

2.1 Fonction d’une seule variable
δ  ′ ′′+ δ = + δ ⋅ + ⋅ + δ
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on note dx un accroissement δx infiniment petit
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pas de (dx)2 , (dx)3 dans df car : 
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un infiniment petit du premier ordre dx est infiniment plus grand qu’un infiniment 

petit du second ordre (dx)2 , qui n’intervient que si A = 0
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2.1 Fonction de plusieurs variables
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c’est la variation infinitésimale de f au voisinage de (x,y) quand x varie de dx 

et y de dy
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remarque : différentielle logarithmique
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2.2 Intégration
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exemple d’une fonction de deux variables :

est la somme, le long d’un chemin

γ menant de A à B, des différences :
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entre des points M (x,y) et M ′ (x+dx,y+dy) infiniment proche de M
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3. FORMES DIFFÉRENTIELLES

3.1 Définition

Pour un système décrit par deux variables x et y, une forme différentielle

s’écrit : ( , )d ( , )dW P x y x Q x y yδ = +

( , ) ( , ) ( , )x yF x y P x y e Q x y e= +exemple : champ de force

une particule se déplaçant de d d dx yOM MM x e y e
→ →
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Une forme différentielle est donc définie pour une transformation 

infinitésimale correspondant à une variation dx de x et dy de y au 

voisinage de (x,y)

si on somme les formes différentielles le long d’un chemin γ :
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ne dépend que de A et B , et donc pas de γ

3.2 Théorème de Poincarré

A BW γ
→

 : ( , ) ( , ) / ( ) ( ) ( d , d ) ( , ) dA Bf x y f x y W f B f A W f x x y y f x y fγ
→⇔ ∃ = − ⇔ δ = + + − =֏

  / ( , )d ( , )d d d d
f f

f W P x y x Q x y y f x y
x y

∂ ∂
⇔ ∃ δ = + = = +

∂ ∂

( , )

  /    

( , )

f
P x y

P Qx
f

f y x
Q x y

y

∂
= ∂ ∂∂

⇔ ∃  =
∂ ∂ ∂ =
∂

 : ( , ) ( , ) / d  
P Q

f x y f x y W f
y x

∂ ∂
∃ δ =  =

∂ ∂
֏ théorème de Poincarré

exemple 1 : dW y xδ = n’est pas une différentielle car : 1 0
P Q

y x

∂ ∂
= ≠ =

∂ ∂

A BW γ
→ dépend de γ



exemple 2 : 22 sin( )d cos( ) 1 dW x y x x y y δ = + −
 

peut être une différentielle car
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Attention ! On a intégré à y constant, donc ϕ n’est pas une constante, 
mais n’importe quelle fonction ne dépendant que de y
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notations :
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4. APPLICATIONS

4.1 Fonctions implicites

soient x, y et z liées par f(x,y,z) = 0 (∗) , par exemple  
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fonction implicite
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car f est une constante
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4.2 Calculs intégraux

(i) courbe d’équation polaire r(θ)
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(ii) charge d’une sphère de centre O et de rayon R

si la charge volumique ρ ne dépend que de r (symétrie sphérique), on peut 

découper la sphère en volumes élémentaires compris entre deux sphères de 
rayons r et r + dr (coquille sphérique)
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si δr petit accroissement fini , on aurait :



2d dr z= πV

(iii) volume d’un cône

volume d’une tranche entre z et z + dz

(rigoureux car l’écart entre le volume d’une hauteur dz
de cylindre et de cône est du second ordre): 
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(iv) énergie reçue par un conducteur ohmique
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attention : δW est une forme différentielle et pas une différentielle
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