1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1.1 Dé;ivées partielles

(x,y)—f(x,y) de classe C'

of
(a_xj dérivée de fpar rapport a la variable x, l'autre variable y étant fixee
y

g—f si pas d’ambiguité mais attention !
X
S

(T,V)>S(T,V)

S
(T,p)—S(T,p)

entropie dans les deux cas, méme notation (en physique) mais pas



i

1.2 Théoreme de Schwarz

5 0°f _ 9 £afj
(Xy)= = dydx dy\ax
Si Y de classe C', on peut former : 5
(X, y) > — o°f _ o (of
9y oxdy odx\ady
2 2
Schwarz : i = i
oxdy dyox

2. DIFFERENTIELLES

2.1 Fonction d’une seule variable

2
développement de Taylor :  f(x+8x) = f(x) + 8x- F(X) + (5;) F(X)+ o[(5x)3]
f(x+0ox)—f(x) OX 2
. =)+ f (x)+O[(8x) }

on note dx un accroissement dx infiniment petit



D
4 )
df =f(x+dx)—1f(x) différentielle de fen x
df = f(x)dx
N /

pas de (dx)?, (dx)% dans df car :

Adx + B(dx)? = dx[ A+ Bdx]=dx- lim [A+Bdx]= Adx

ox—0

un infiniment petit du premier ordre dx est infiniment plus grand qu’un infiniment
petit du second ordre (dx)? , qui n’intervient que si A=0
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2.1 Fonction de plusieurs variables

of of 1|, 29°f 9°f > 9°f
f(X+0X,y+0y)=1f(X,y)+0x-—+dy - —+—| (0x)" —5 + 20X -0 +(0y)" —5
(X+0x,y+0y) =Hxy)+ox = Yoy 5 (0X) 2 Ay (0y) 32

a des termes d’ordre 3 prés
I

of of
df = f(x+dx,y +dy)—f(x,y) = a—XdX+$dy différentielle de fen (x,y)

c’est la variation infinitésimale de fau voisinage de (x,y) quand x varie de dx
\ et yde dy V.

oy of . of X°
exemple : (x,y)—>x“In(y)= df:&dx+$dy:2xln(y)dx+7dy

remarque : differentielle logarithmique

pVY =Cte=In(pV"¥)=In(Cte) = Inp+yInV =In(Cte) a entropie S constante

e . dp dV apj o
on différencie : =0 —“F Vo) =—y Y
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2.2 Intégration

> <

exemple d'une fonction de deux variables :

B(X5,¥5)
df estla somme, le long d’'un chemin

A(Xa:Y 1)

d OM
M'(x+dx,y +dy)

/ b M

vy menant de A a B, des différences : A
O

» X

df =f(x+dx,y+dy)—f(x,y)

entre des points M(x,y) et M” (x+dx, y+dy) infiniment proche de M

comme [f(M")—f(M)]=[F(M")— F(M)] = F(M") — F(M)

B
[df =(B)—f(A) estindépendant du chemin y suivi
A




3. FORMES DIFFERENTIELLES

3.1 Définition

Pour un systéme décrit par deux variables x et y, une forme différentielle
s’écrit: OW = P(x,y)dx+ Q(x,y)dy

exemple : champ de force F(x,y)= P(x,y)&é, + Q(x.y)e,

une particule se déplacant de d OM = MM = dxe, +dye, entre tet {+ dt
—>

recoit un travail élémentaire W =F-d OM = P(x, y)dx+Q(x, y)dy

Une forme différentielle est donc définie pour une transformation
infinitésimale correspondant a une variation dx de x et dy de y au
voisinage de (x,y)

si on somme les formes différentielles le long d’'un chemin vy :

B
{WX LB= £5W dépend a priori du chemin vy suivi entre A et B}
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3.2 Théoreme de Poincarré

W) .5 ne dépend que de A et B, et donc pas de y

saAf(xy)->f(xy)/ W}HB =f(B)-f(A) @ oW =f(x+dx,y +dy)—f(x,y)=df

s 3IF/IW=P(x,y)dx+Q(x,y)dy =df :ﬂdx+ﬁdy
oX oy
( of
P(X,y) = —
Y=o P aa

== R o f = 3

Axy)=o 7 *

\ Y

[ Af:(xy)— f(x,y)/ oW =df = ?)}F: = %S ] théoreme de Poincarré
oP J
exemple 1 : W = ydx n’est pas une différentielle car : 3y =1z a—f =0

= W} _, 5 dépend de y
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exemple 2 : W = 2xsin(y)dx+[x2 cos(y) —qdy peut étre une differentielle car

JoP 0Q

= =9 — 2>

5y xcos(y) X
?:szin(y) (1)

8W:df<:><a);
2 =x?cos(y)-1 (2)
LIy

2

(1) = 1(xy) = x"sin(y) + o(y)

T~

Attention ! On a intégré a y constant, donc ¢ n’est pas une constante,
mais n’importe quelle fonction ne dépendant que de y

f(x,y) = x*sin(y)+o(y) dans (2)
:ﬂ: x2c:os(y)+d—(P = xzcos(y)—1 = o(y)=-y+Cte
oy dy aussi

2

finalement oW =df avec f(x,y)= x“sin(y)— y + Cte



F 1\

il

notations :

transformation oWw df

élémentaire forme différentielle différentielle

B B
transformation finie Y _ _ _ _
7% = | oW Af = | df =f(B)-f(A)
(intégrale) A-B £ /[\ (B) =1

4. APPLICATIONS

4.1 Fonctions implicites
soient x, y et zliées par f(x,y,z) =0 (*) , par exemple f(x,y,z)= yx3 +zIn(x)+1=0

X
= (y,2)— x(y,z) fonction implicite
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en différenciant () : dfz(ﬂj dx+[ﬂj dy+(gj dz=0
V,Z Z,X Xy

car fest une constante

of of .
si on maintient z constant (dz=0), on a (—j dx+ [—j dy=0a z=Cte
ox V.z WY ),
g oy AN
dy ) _ X Y,z A . Q{ _ dy Z,X (Q{j
= (asz = of et de méme : (8y]2 = of = v,
k ay Z,X/ X Y,z \_ X Z/

o (3] (%) (Z) -~

on obtient ainsi des relations entre les dérivées partielles




Psi

gl

L g

4.2 Calculs intégraux

(i) courbe d’équation polaire r(6)

—

OM =re,

—~d OM = OM - OM = MM’ =dré, + rd6é,

—

Cardi e
do ~ °

2
+(rd@)? =de \/r2+(d’j
de

maX 2
dOM | = \/ o j do
do

longueur élémentaire dL =|d OM

(en prenantdo>0)

max

longueur entre 6,i, €t 62 :
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(if) charge d'une sphere de centre O et de rayon R

si la charge volumique p ne dépend que de r (symétrie sphérique), on peut
découper la sphere en volumes élémentaires compris entre deux sphéres de

rayons ret r+ dr(coquille sphérique)

d7"=7"(r+dr)—7"(r) avec W(r):gnr?’

R
—d7" =4nr?dr et % = | p(r)4nr2dr}
r=0

si or petit accroissement fini , on aurait :

volume
Anrdr

2 4

87" =7 (r +8r)—7°(r) = gn[(r v -1 = gn[sr%r +3r(8r)2 +(8r)° | # 4nr %8
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(iii) volume d’un cOne
d7” = nrzdz volume d’'une tranche entre zet z+ dz

(rigoureux car I'écart entre le volume d’une hauteur dz
de cylindre et de cOne est du second ordre):

dz
dr
4 I
H H 1
= 7" = J nredz = J' 1tt61n2()c-22dz:gattanzoc-H3
9 z=0 z=0 P

(iv) énergie recue par un conducteur ohmique

travail recu entre tet t+ At
W/
puissance moyenneregue at: P=—

At / travail (élémentaire)

' i 2 : regu entre tet t+ dt
puissance instantanée regue : p(t) = R,Z(t) dt ¢



attention : W est une forme différentielle et pas une différentielle

= p(t) = Z—Vl{/ n’est pas une dérivée (W(f) n'a pas de sens)

travail recu entre t et o (fini) :

4 ; ; )

W:fawz fFﬁz(t)dt

\_ ' ' J




