1. DEFINITION ET PROPRIETES

Pour f fonction complexe a variable réelle telle que f(t)=0Vi<0

F(p)= [eP'f(t)dt

F(p) transformée de Laplace, fonction complexe de la variable complexe p,
notée :

-

F(p) L[f(t)]

\« image » de f «original » de F
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Propriétés :
* unicité
- linéarité  L[AF(t) + pg(t)]= AL[F(t)]+ pLlg(t)]

* F(p) existe = lim e P'f(t)=0
t—oo

+00
En pratique on fait le choix: [F(p) = j‘e‘Ptf(t)dt}
-

ce qui ne change le résultat que si f est infinie en 0, comme pour la
distribution de Dirac « dérivée » d’un échelon

5(t) = lim 8.(t) O
= 11im
e—0 ¢ 1
+00
=>8(t)={0 pourt=0 o [a(t)dt =1 :
+oopour t=0

0
. impulsion idéale 0l &
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avec cette définition :

00 f
[ e Pta(t)dt =1
o

+00
alors que Ie‘ptS(t)dt =0
0+

» transformée de Laplace de la dérivée et d’'une primitive

{ L[f'(t)] = pF(p) }

t
g(t) = _[f(t’)dt’ primitive de fnulle en 0~ . Sa transformée de Laplace G(p) vaut :

0 F
[G(p)="°’}
p
e TL e
dérivation » multiplication par p

TL

division par p

équations différentielles L » equations algébriques

intégration

v
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exemple de calcul pour: f(t) = et sin(oft) - u(t)

sin(ot) =

Tableau de transformées de Laplace

—int

—-e

+00 t

2j

_[ e Ple tei®tys — _[ e

0

finalement :

0
1

+00 —t[(p+1)—im]
T

(p+1)—i0)
T

dt =

F(p)=_
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f original

distribution de Dirac 6

échelon unité u

rampe t i+ t-u(t)

t
t—>e T-u(t)

t — sin(wt)- u(t)

t
tise T sin(wt)- u(t)

t — cos(wt)- u(t)

t

t—> e Tcos(wt)-u(t)

retard : t— f(f—1)




2. APPLICATION A LA REPONSE TEMPORELLE

2.1 Réponse temporelle d’un systéme Iinéaire é une excitation quelconque

s(t) sortie du systéme lige a e(t) par D ak k Zb, I
k—o dt =0 dt

lTL
n K m |
> axp” |S(p)=| 3. b;p' |E(p)
k=0 I1=0
L RV
2. by(jo)
On reconnait la fonction de transfert du systeme :  H(jw) = I;O
m "
> bp' Y ay (jo)*
avec la notation de Laplace : H(p) = I;O— k=0
> akp"
k=0

Ona: [S(p) = H(p)-E(p)J
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S(p) connu ——— décomposition en éléments simple ——— original s(f)

On trouve ainsi la réponse temporelle a I’excitation quelconque e(f), pour

t>0 sans avoir a chercher s(0") ,:I—:(O“L),...

Exemple

réponse d’'un passe-bas du premier ordre a un échelon e(t) = Eq - u(t)

H Ho Eo 1 1
0 et S(p)=H(p)- E(p) = = HoEq| ————
1+1p T+ P p P p+

H(p) =

T

t
=|s(t)=HpEp -u(t){1-e ~




2.2 Temps de réponse a 5% d’un passe-bas du second ordre H(p) = Ho

1 1+ 20p + p2
esi o<1 s(t)= HoEou(t){1 - e %0t cos[mot\/ 1-62 + WH ®) g’

\/1—62

avec tany =-— ° s(t) > HyEy
1_02 t—
AS AS
O<o<1| in g O<o<1
/\ / \\ ;
=1 -~ -
- | \ l/‘\ s /'_\\ \ c
’ H AG‘G‘HOEO — \) \' > S
I ‘\ Sl
I /v ="
c>1 \\_____,/ c>1
O ;
HowoEo



Le calcul des dépassements donne acces au decrement logarithmique :

Aj

20T A
n — => 0=
Air1  1-g2 VA2 + 472

A=l




esi =1

s(t) = HyEqu(t) [1 -1+ coot)e"”ot]

*si o>1
- 0'+\/cr oot G—\/G (0 t-
s(t) = HyEq| 1 ~Vo? -1)e ( ) ° —(c+Vo? -1)e ( ) ’
262 -1
Dépassement j )

3D (%)

0 12 14 O
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Le temps de réponse a 5% est minimal pour ¢ = 0,69, valeur pour laquelle le
systeme oscille

Si on veut qu’il n'y ait pas de dépassement, il faut prendre alors ¢ = 1 pour
avoir la réponse la plus rapide
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