ANALYSE DE FOURIER

1. SERIE DE FOURIER

1.1 Cas d’une fonction fa valeurs réelles

Pour toute fonction f T-périodique a valeurs réelles :

+o0 —+o0
f(t)=cq + Y [a,cos(nQt)+ by, sin(nQt)|=cy+ Y. c,cos(nQt+yp,)
n=1 n=1

2 . . ,
avec pulsation fondamentale unicité de ce développement

2

C,Cos(nQt+vy,) = c,CcosVy,cos(nQt)—c,siny ,sin(nNQt) = ¢, = an2 + b,,2
on prend {Cn _ \/anz + bnzl

a b
T
calcul : [Co = %j f(t)dt = <f>}valeur moyenne de f (w=0)
0

n n
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0 om0 st
ap = — | f(t)cos(nQt)dt b, =— [ f(t)sin(nQt)dt
To T,

tous nuls si fimpaire tous nuls si fpaire
+o0
pour fde classe C' par morceaux Cp+ 2, C,C0S(nQiy +Wy,) converge vers
n=1
— +
f(ty) si fcontinue en ty , et sinon vers f(to );f(to )

c1cos(Qt +y4) fondamental de f (méme période T)

Cpcos(nQt +vy,) harmonique de rang n de f (période T /n)

Co

spectre de f Cy
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pour les fonctions « physiques » ¢, — 0
Nn—o0

N

= Co+ . c,cos(nNQt+wy,)=f(t) pour Nassez grand

n=1

créneaux symetriques pairs
cog=(f)=0
b,=0Vn

4Ry
2p+1)m

BDp+1 = ( (—1)P
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f(ty=——" [cos(m) — %cos(SQt) + %cos(SQt) — ;cos(7£2t) + }
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spectre en 1/n

convergence non uniforme

signal en créneaux

somme des harmoniques

1,3eth

fondamental

harmonique de rang 3
harmonique de rang 5
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triangles symétriques impairs

co=(9)=0
a,=0Vn

primitive nulle en 0 de la fonction creneaux
précédente

4 8Gy 1 1 h
g(t) = {sm(Qt)——sm(3Qt)+—sm(SQt)
2 32 52
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spectre en 1/n?

convergence uniforme

signal en triangles

somme des harmoniques
¢ 1,3etb

fondamental

harmonique de rang 3
harmonique de rang 5
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1.2 Théoreme pour les fonctions fa valeurs complexes

Pour toute fonction f Ty-périodique a valeurs complexes :

+o0 . T
fy= c,,ez”””o’} v 1 L ~2irnnv,t
e avec | Vg T et| Cp= T (j) f(t)e dt

unicité de ce développement

)

le spectre de ffait donc intervenir des fréquences négatives, mais pour une fonction
fréelle,on a:

) _ iy _2imnv,t | & A 2innv,t
C,=Chn =>f(t)=Cy+ > C_pe + > Cpe
n=1 n=1

ey 2innv_t 2imnv t\*
:CO+Z[C,,e ! +(Ce o)]
Y0t 2 | Tn Cn

oo .
= CO+2Re{ > Cnez”m"ot}

n=1
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On peut donc ne considérer que les fréquences positives.

Le spectre est alors par exemple la représentation de 2C,|=c,

To
pour v =v,,2vy,3vg,...,NvVy et de @: Co :Ti jf(t)dt:<f> pour v=0
00

Forme déja vue pour une fonction a valeurs réelles :

Posons &:%(an—ibn) pour n>0 et 52:?:2@0

+oo , Too
= f(t)=Cy + 2Re{20ne’”m} = Cy + )_a,cos(nQt)+ b, sin(nQt)

n=1 n=1
170 170
Comme C, = = [ f(t)lcos(nQt)—isin(nQt)ldt on abien ¢y = = [f(tydt=(f)
00 0o

2 o 2 o
== [f(tycos(nQt)dt et b, == [f(t)sin(nQt)dt
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2. TRANSFORMEE DE FOURIER

Pour toute fonction non périodique du temps f(f), a valeurs complexes, on a :

k’(t) = +f° i(v)ez"’“”dv}

—0Q

ou f(v) estla transformée de Fourier de f, donnée par :

Lf(v) = +f° f(f)e >"™idt 1

—0Q

Le spectre de ffait donc intervenir des frequences negatives, mais pour une fonction
fréelle,ona: f(-v)=f"(v) dou:
0 . oo . oo . oo .
f(ty= [f(v)e*™dv+ [f(v)e*™dv = [f(-v)e*™dv+ [f(v)e*™dv
oo 0 0 0
~ : ~ . k Foo ~ .
= | [f(v)ezm’+(f(v)ez”m) }dv=2Re [ [Fove?™ kv
0
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On peut donc ne considérer que les fréquences positives.

Le spectre est alors par exemple la représentation de 2‘7(\/)‘ pour v=0

propriétés
* unicité
- linéarité TF[AF(t) +ug(t)] = ATF[f(H)]+uTF|g(t)]

. similitude LTFH;H(V) =\ f (7\\')}

, . t Tt ot
d trat TF| f| — = | fl—|e dt
émonstration { (kﬂ(v) _[O (kj

. , t
on effectue le changement de variables t = X

- -
[f()e 2™ ndt sid>0
- soit dans tous les cas [\ (Av)

[f()e 2™ pdt sir <0
+o0
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une dilatation de I'échelle des temps implique une contraction de celle des fréquences :
(A >1)

une contraction de I'échelle des temps impliqgue une dilatation de celle des fréquences :
(A <1)

{plus un signal temporel est bref, plus il est riche en fréquences (spectre étalé) ; }

plus il dure longtemps, moins il contient de fréquences (spectre étroit).

7

» f

ts F(t/2)

—
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2t,

iciA=2
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Exemples :
fonction « fenétre »

Al At
~ 2 , —2invt | o ITVAt _ —ITVAL
fv)= | e—Z”Wfdt{e } —AtS © — At-sinc(vAt)

A —2ITV At 2ITVAL /'
-5 5

sinus cardinal sinc(X)=sin X/ X pour X #0

sinc(0) =1
f
A
1
< At P —
>t
At At
2 2
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U
Fonction « gaussienne » v )2 1y ) s
2 e _BH B]+B} e
ft)y=e P’ = je BE® o=ty je dt=e P Ie B qu

en effectuant le changement de variable u = t+@ (et en admettant sa validite).

7'52\/2
comme j e P gy = — f(v B - -
La TF est aussi une gaussienne
f
A A
At - Av
> Y
N
{A f oy 4In2
- J

(définition a mi-hauteur) .
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Distribution de Dirac

5(t) = lim £.(t)

e—0

impulsion idéale

Ls(t):{Opourt;ﬁO }
+ocopour t=0

avec { [8(t)dt =1 }

Propriétés:

+fof(l‘)5(l‘)dl‘ = f(O)Tﬁ(t)dt -

. {S(v) = T S(t)e >™dt = 1}

A

ff gﬁg'r

1 It

€

> f >t
_&lE 'aire sous la courbe
2 2 se conserve
f(0) et jf §(t — ty)dt = f(ty)

un signal de durée nulle possede une largeur spectrale

infinie.
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. +oo \ +°°~ .
. g2mol — [8(v-vo)e*™dv  or f(t)= [f(v)e*™ dv

—0Q

on en déduit queﬁa TF de f(f)= e?™ol gt 7(\') =9(V —Vg) }

le spectre d’un signal sinusoidal (de durée infinie) ne contient qu’une raie pour
sa fréquence v,

pour qu’un instrument produise un son le plus sinusoidal possible, il faut qu’il vibre
longtemps (diapason).

la durée d’un signal réel étant finie, sa largeur spectrale peut étre faible, mais non
nulle.

[Un signal sinusoidal n’a donc pas de réalité physique ]
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Application : réponse d’un systéeme linéaire a une entrée quelconque

réponse R(1)

H(V)ezmt

v

f(t) = T f(v)e*™igy

eZntvt

v

H(v) est la fonction de transfert du systeme linéaire

Foo .
inéarité = R(t)= [H(V)f (v)e*™ dv

~y

f(t):ﬁ(t):T S(v)e®™!dy . R(t)zT Hv)e*™'dv  car §(v)=1

impulsion donc [H(v) = R(v) = TF[R(t)](V)]

la fonction de transfert d’un systeme linéaire est égale a la transformée
de Fourier de la réponse impulsionnelle

experimentalement, on obtient la fonction de transfert d’un circuit linéaire
a I'aide d’'un générateur d’'impulsions et d’'un analyseur de spectre.
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