DL1 (Révisions de mécanique, corrigé)

X ENS // MPI1 // 2026 : Déviation d’un astéroide par percussion

1. On néglige les actions sur le corps M (planete, astéroide) autres que la seule force gravitationnelle du Soleil S, qui est
une force centrale. I’application du théoréme du moment cinétique au corps dans le référentiel héliocentrique supposé
galiléen fournit :
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d—tszS_)M/\ S/MZO

= o 4 - ege . .
Le moment cinétique Ls = SM A mv étant constant, le vecteur position est perpendiculaire au moment
cinétique a tout instant. Le mouvement a donc lieu dans le plan perpendiculaire au moment cinétique et
contenant le centre de force S.

2. La figure suivante représente la situation lorsque la Terre et Didymos sont en opposition par rapport au Soleil, la distance
Terre-Didymos est alors maximale.

Il vient alors DSmax = Fmax = DTmax — 70 =~ DTmax — min dONC Fmax + Fmin = DTmax- Sur la figure 1, on note DTk =~ 3,2rg
et comme le demi-grand axe de Didymos est donné par 2a = rin + Fmax , on en deduit :

3. La Terre et Didymos étant en rotation autour du Soleil, on applique la troisieme loi de Kepler :

. a 3/2
_2=_=>T=T0(E)

AN.:T=1x1,62=+/1,63~ V4= T ~ 2 ans.

4. L’alignement rigoureux de S, D et T est rare (Didymos est alors éclipsé par le Soleil) mais on est proche de cette situation
sur I’enveloppe supérieure de la courbe de la figure 1. On compte 27 points sur cette enveloppe en 50 ans : les occurrences
ont bien lieu approximativement tous les deux ans. On peut aussi remarquer que si on part d’une situation ou la Terre
et Didymos sont au plus proche autour de 1’année 2003, Didymos étant alors a son périgée, une année plus tard, la Terre
est revenue au méme point tandis que Didymos a effectué une demi-révolution et se trouve a son apogée, la distance est
alors maximale. Cela apparait cohérent avec une distance maximale atteinte autour de 1’année 2004.

5. Dans le cas de I’interaction gravitationnelle avec un centre de force de masse M, on sait que pour un mouvement circulaire
de rayon r la vitesse du mobile est donnée par :

2 _ GM
ve==

D’apres laloi des aires, pour une orbite de rayon ry égal a celui de la Terre, la vitesse est nécessairement | yg = 30 km - s™1.

6. Avec Ly = 7 A mv et AV // 7, le moment cinétique n’est pas modifié.
7. Avant I’impulsion I’énergie mécanique est :

_ _1,.2_ GM _ [em
Em,i = Emo = ymvy — ro’", avec vp = /=

. _ 1.2
En0 = —zmvy.
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A la suite de I’impulsion, il vient :

1 N -2 GMm m ,
Em,fzim(voeg+vle,) - . :Evo—

GMm m ,
+ =V = Eni + o)
ro 2

En conséquence :

AE,, = %mv%

Pour une trajectoire liée elliptique et une attraction gravitationnelle, on sait que 1’énergie mécanique a pour expression

E, = =M en conséquence :

GMm _ GMm mvi 1 1 v 1 1_ v 1 Vi
2¢ 2 2 a rn GM ry ryo GM/ry 1y vé
Il vient :
a=—"—
1—(v1/v0)’

Le demi-grand axe ne varie pas a ’ordre 1 en |v| /vo.

8. La conservation du moment cinétique permet de définir la constante des aires :

|C =r20 = rovy

Il vient alors :
m . . GMm m .
Em= E [r2+r202] —T = 5}"

2+mC2 GMm

2r2 r

Comme v(z) =GM/rp,ona:

r r

2.2 2
— mryYy _ GMm _ 2|5 ry
Epen(r) = 2z =mvyls3z — 7

9. La trajectoire circulaire est associée au minimum de 1’énergie potentielle effective :
2
T T
’ _ 2 0 0
Ep,eﬁ(r) = mv; (_r_3 + r_2)
On a bien EI’,’erf (r=r9) =0,et E, cff = Epno.
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10. L’énergie mécanique étant conservée, sa dérivée temporelle est nulle :

2
¥, 0 1o
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dE,, 2
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Avec r(t) =rg + ri(¢), il vienta l’ordre 1 en ry/ry :

2

Yo
0= Fl(t)+ —
ro

3 1 N 1 ]
(L+ri(0)/r) (L +r1(0)/r0)
o)+ ()

ro ro

v,
= 0=/ +—=2
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= 0= i(t) + (:—3)2r1(t)

On obtient I’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation w = :—g La période de cet oscillateur harmonique est donc
égale a la période de révolution de la Terre autour du Soleil.

L équation linéarisée m#(t) + mw?r(t) correspond a une force harmonique —kry, avec | ¢ = A ,E , donc a une énergie
m

potentielle effective Ej, ci(r) = Emo + 3kr? = Emo + 3mw?r? puisque Ep (r) = Epo (mouvement circulaire uniforme)
sir; =0.

Loscillateur correspond au cas des petits mouvements dans la cuvette de potentiel, ¢’est-a-dire pour une énergie mécanique
proche de E,, telle que 1’on puisse considérer que le puits est parabolique.

Remarquons qu’a ’ordre 2, on a au voisinage der; =0:

&@E
peff(r)_ m0+:1 pcrf(rl O)+ 1 thf(r =0)= m0+£7‘12 thf(r = 0), avec :
&@E
—= = mv) (3r—° - —) donc :

&E, o 2

o (r=rn)=—7F=k=mw
0

11. A l’ordre 1 en ry/ry, le demi-grand axe est inchangé donc :

|a = rmin;rmax = r0|

Avec rmax = 1,011y, on a ryin = 2r) — rmax = 0,99ry. On se trouve bien dans le cadre de I’approximation |ri| /ry < 1.

12. ry varie donc sinusoidalement avec la pulsation w et I’amplitude :

| Ar = Doassiuin = 0,017, |

Comme ri(t =0)=0,0na:
ri(t) = £Ar sin(wt)

Le petit complément d’énergie fourni a la sonde DART lui permet d’osciller dans le puits harmonique. Le
rayon ne reste plus exactement égal a r( mais oscille entre ry;, et ryax (mouvement elliptique).

On a alors : | )
Epei(r) = Epo + Ekrf = Epei(t) = Emo + 5k [Ar sin(wt)]?

A Taphélie, 7| = Ar et Eyy = Epo + 3mv? = E,, c(Ar) :

1 1 vi
Emv]2 = Ema)z(Ar)2 = (Ar)* = w_lz

_ rolv1|
= Ar = =

0

Comme Ar = 0,017, on en déduit : |v;| = 0,01vp, c’est-a-dire v; = 0,3 km - s~

13. La trajectoire de DART est la combinaison du mouvement circulaire de rotation auquel on ajoute une oscillation radiale
de méme période (cf. Q10). La période de révolution de DART est donc celle de la Terre en accord avec le fait que le
demi-grand axe n’est pas modifié au premier ordre en |v| /vy.

14. Ent = 3T /4, wt = 27” X 3TT = 37” = ri(t) = £Arsin (%”) = FAr. Comme r; est maximal a cet instant, il faut retenir la

solution :

| r1(t) = —Ar sin(w?) |

ainsiar =0:7] <0 = v; <0:impulsion initiale en direction du Soleil.

15. % = g—f - % = —Gr—lzwé'r + BOé, par application du PFD 2 DART dans le référentiel héliocentrique. Or la conservation

o : 2 =
du moment cinétique impose Lg = mr?6. Pour assurer T = cste, il faut :

GM GMm
B = 29 =B = “Ls

16. Pour un mouvement circulaire, la vitesse est orthoradiale, vg = GM et Ls = mryvp, en conséquence :
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= = = -
B=vy et T =voeg—voeg= 0

17. Le vecteur T étant une constante du mouvement, on peut se placer au périhélie P (r = rp,v = vp) ou a ’aphélie A
(r = ra,v = v4) pour le déterminer.

En P, le vecteur vitesse et le vecteur unitaire orthoradial sont perpendiculaires a 1’axe principal de ’ellipse, donc T est
dans le plan de la trajectoire et perpendiculaire a 1’axe principal.

R —GMm _ GMm _ GM
Ona:B= Ls ~ mrpvp ~ rpvp’
En exprimant I’énergie mécanique au périhélie, il vient :

GMm GMm 1 , GMm » 2GM rA GM rA
E, =- =— =—mvp — —— S Vp = — | =>vp=2 _—
2a ra+rp 2 rp rp |ra+rp rpvp |ra+rp
— 1
= vp =2B [_1"':_5:

Comme ry > rp, ﬁ < % donc v, > B, le cas d’égalité étant obtenu pour la trajectoire circulaire comme on I’a montré
TA

a la question 16. On en déduit ainsi le sens du vecteur T et le schéma demandé :

18. B = EMm Comme le moment cinétique est conservé lors de la manceuvre modifiant la trajectoire de DART, le moment

Ls
cinétique est celui de la trajectoire circulaire, donc B = vg (cf. question 16).
Ainsi T = voeg — vié, — Beg = —vie, = |vi] e,.

= IT| = |vil

19. A I’aphélie et au périhélie, le vecteur vitesse est orthoradial et les trois vecteurs v, T et B sont colinéaires. D’apres la figure
ci-dessus, il vient :

vp=vo+ vl =vo—v1 et vy =vy—|vi| =vo+v]

20. En exploitant la constante des aires, il vient rp (vo + |vi|) = ra (vo — |[v1]).
Avec rp +ra = 2a = 2ry al’ordre 1 en vy /vy, il vient :

Vo — |V v
270=VA(1+0—|1|):>}”A=}”0(1+M)
vo + [vi]

On en déduit :

[vil

Ar = TQW

21. Onnote p = 4%. La luminosité étant proportionnelle a la surface éclairée, il vient :

2 2 2 2
— (tR+xR3)-nRy _  R;

2
~ (B2
AR+l Rk P = (Rl)

IRy o [ 4 L2 R
AN.: R_I—W,mo—lo:Rl ~0,2.

22. Pour déterminer ce rapport, on exploite la période durant laquelle P passe dans I’ombre de Didymos.
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j\

ajectolre de 4,

vers le Soleil «——

P reste dans le cone d’ombre sur un arc de cercle de longueur £; ~ 2Da avec sin(a) = R;/D. Cette longueur correspond a
une proportion % du périmetre du cercle. Lorbite étant parcourue a vitesse constante, le rapport des longueurs est égal

au rapport de 7 (la durée d’immersion dans I’ombre de Didymos) par la période de révolution Tp :

Tl a 1

T @ Ry

T = x arcsin (ﬁ)

De la figure 2, on tire 7, /Tp ~ 0,1, ce qui donne :

R
31 ~ sin(0, 1 x 71) = sin(0,3) = 0,3

R
=5 =03

Avec D ~ 3R| et Ry ~ 0,2R), on en déduit la représentation suivante :

3R

23. On applique la troisieme loi de Kepler a SP :

D} _GMy _GpixFR _GpiR}

T? " 4n? 472 3n
= 3 /R
= p1 =31 GTZ
La durée 7 entre le centre des deux creux correspond a une demi-période de révolution, en conséquence :
— 3z (D/Ry)’
~— 4 Gz

24, La masse de I’attracteur Didymos étant inchangée, la troisiéme loi de Kepler conduit, pour de faibles variations relatives,

N

a:
3
a da dT
T2 ap Tp
P
dap _ 2dIp
= e =31

AN.: %r ~ 39,
P

Pour une trajectoire elliptique E,, = —%'PMZ, en conséquence :
GM M,
dE, = ——= dap
2ap
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Durant I’impact, on peut considérer que S reste au méme point. En conséquence, la variation d’énergie mécanique
s’identifie a la variation d’énergie cinétique :

1 d GM M, d
dEc =d (EMZVQ) = sz dv = M2v2 v #ﬂ

2aS ap
Avant I’impact, la trajectoire est circulaire donc V= GH—A;I‘, on en déduit :
dv

v

— 1 dap _ 1 dTp v
“2ap T 3 Tp =5 =L

L’énergie mécanique de P augmente, ce qui traduit un choc tel que I’'impact a lieu dans le sens du mouvement de P.
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