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TRANSFORMEE
DE LAPLACE

1. Calculs de transformées de Laplace #

Calculer les transformées de Laplace :
1) Echelon unité u(z) ;
2) Rampe ¢ [u(t) ;

t
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4) e T cos(wr) ()
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réponses : 1) l 2) Lz 3) 4) I LS
Pl prs e

2. Réponses indicielles #

1) Déterminer et tracer la réponse indicielle d’un passe-haut du premier ordre en utilisant les transformées de Laplace.

2) Déterminer et tracer la réponse temporelle d’un passe-bas du premier ordre de constante de temps T a un signal d’entrée
t

e(t) = Epe * ()

t t

réponses - 1) s(t) = HyEge T Lu(t) 2) s(r) = HOEO%e_? [t

3. Mode¢le de Broida # #

H 0 e_Tol’ .
+ Tp

1) Déterminer 1’équation différentielle reliant le signal de sortie s(#) a celui d’entrée e(¢). En déduire le sens des constantes T et
TO .

2) Calculer et tracer la réponse indicielle s(f). Expliquer comment mesurer les constantes H,, T et T, al’oscilloscope si I’on

Certains systemes linéaires sont bien décrits par le modele de Broida dans lequel leur fonction de transfert s’écrit N

étudie un transfert de tensions.
3) Retrouver la réponse indicielle s(7) en utilisant les transformées de Laplace.

=T,
réponses : 3) s(t) =HyEj|1-e v | —-T,)
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ANALYSE DE FOURIER

1. Fonction sinus cardinal #
1) Etudier la fonction sinc(X) = sin X

: « sinus cardinal », qui intervient fréquemment en Physique (parité, prolongement par
continuité en X =0, enveloppes, variations, obtention de la valeur approchée des premiers extrema et de leur abscisse).
réponses : 1)

l“ sinc(X)

0.128

-0.091
-0.217

2. Calculs de séries de Fourier & &
Calculer la série de Fourier et commenter les dépendances des coefficients avec I’ordre des harmoniques. Tracer les spectres
correspondants.

1) Signal en créneaux de rapport cyclique O :

A Vil
......................................................... E
0 e
¢ al
2) Signal en rampe : v
A
E
095 7 a
3) Signal sinusoidal redressé :
A€
0—
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sin[th]

réponses : 1) e(t) = OFE +20(Ez sinc(nTtd) cos(nQt) 2) e(t) =§ +£Z
Tt n

n=1 n=l1

_ypl
( 1; Ifl cos[Zth]

E E 2F ~
3) e(t) =— +—cos(Qr) +—
) elt) =+ —cos(@) “;417

3. Transformée de Fourier d’un train d’onde # #

_n,2
Un atome émet en train d’onde dont le champ électrique est f(¢) =e Br cos(2Ttvyt)

1) Déterminer une durée caractéristique T du train d’onde (supposée trés supérieure a la période T, =— ).
Vo

+o0
. . =~ - Tt
2) Déterminer la transformée de Fourier f (V). On donne .[e B”2st = |=.

2 B

3) Tracer le spectre du signal et le comparer au cas d’une onde monochromatique.

| TEH)E -y’
réponses : 2) f(V) =E\/§ e B +e b

4. Transformée de Fourier d’une réponse impulsionnelle # & &

On considere un filtre RC passe-bas du premier ordre. On pose &y, = %

1) Déterminer I’équation différentielle reliant le signal de sortie u,(f) a celui d’entrée u,(t).

u.(¢) estune impulsion : u.(#) = E[T[8(¢) avec &(¢) distribution de Dirac et T homogéne a un temps.
On a alors u () = EITIR(t) ou R(?) est la réponse impulsionnelle du filtre.

2) Pour déterminer R(0"), intégrer I’équation différentielle entre —€ et € puis faire € — 0. En déduire R(?).

3) Calculer la transformée de Fourier de R(#). Commenter le résultat obtenu.
4) Donner les caractéristiques d’un signal d’entrée expérimental constitué par un peigne d’impulsions et permettant a I’aide d’un

analyseur de spectre d’obtenir la courbe |H ( joo)| en fonction de w.

5) Relier la rapidité d’un appareil de mesure a sa bande passante.

réponses : 2) R(O") =wy, 3) R(w) = ;w =H(jw) 4)si T est la durée d’une impulsion et 7 la période du peigne, il faut
1+j—
wy

T<<RC <<T 5) appareil de mesure d’autant plus rapide que sa bande passante est large
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DIFFERENTIELLES ET FORMES
DIFFERENTIELLES

1. Théoréme de Poincarré &

1) Existe-t-il une fonction f(r,6) telle que dW =df pour les formes différentielles suivantes ? :
a) W =2r(2sin? 8-1)dr +4r*sin Bcos 6d0 ;

b) W =3rsin 8dr —r* cosBdO.

Si oui, déterminer les fonctions f solutions du probleme.

2) On considere dans le plan xOy deux chemins pour aller de 0(0,0) a A(L,1) :

Y, est constitué du segment [OI ] puis du segment [IA] avec I(1,0) ; y, estle segment [OA]
Calculer W' , et W) , pour les deux formes différentielles suivantes :

a) 8W =y dx +2xydy ;

b) OW = ydx.

Justifier les résultats obtenus.

réponses : 1) a)oui: f(r, 0 =r> [2sin2 6—1] +Cte ;b)ynon2)a) WY, =WJ2 , =1:b) W) ,=0et W), =%.

2. Portée maximale d’un obus, fonction implicite 4~ &
On lance un obus avec une vitesse donnée v, et un angle o par rapport a I’horizontale que 1’on peut ajuster. Le canon est placé

a une hauteur H au dessus d’un plateau ou se trouve la cible. On cherche a déterminer la portée maximale du tir.

Vo

A & lg
H

0 *p

Pt

» X

1) On pose 3= tana . Montrer que la portée x, et 3 sont liés par une relation F(x,,p) =0

2) On obtient la portée maximale x,,,,, pour une valeur o de a et donc une valeur 3. de f.

oF
Montrer que I'on @ —— (X, max-Bc) = 0.

B

En déduire I'expression de x,,,, en fonction de 3.
3) Calculer (3, et x,,,,, - Commenter

2

Yo

2
réponses :3) Xy, =—— 1+i2h .
8

Vo
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3. Calcul d’un volume &
Une cuve cylindrique de rayon R et de longueur L contient du fuel sur une hauteur H.
1) Déterminer la relation entre le volume V de fuel et I’angle 6,,, défini sur la figure.
2) Tracer la courbe V (L) en fonction de H (cm) pour L=2m et R =50cm

Z
A

réponses : 1) V =LR2{GMX —%sin(ZGmlx )} 2) cf. figure ci-dessous.
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CHAMPS ET OPERATEURS
DIFFERENTIELS

1. Divergence, rotationnel et laplacien en coordonnées cylindriques 4
1) Déterminer en utilisant les déplacements élémentaires de la figure ci-dessous ’expression de la composante selon ¢ de

oe .
rot A en coordonnées cylindriques.

X
2) Déterminer en utilisant les déplacements élémentaires de la figure ci-contre 1’expression de divA en coordonnées

cylindriques.
3) Déterminer a partir de sa définition intrinseque 1’expression du laplacien scalaire en coordonnées cylindriques.

oo -
réponses : 1) Erot AJ (2, :%[%[FAS]_%} 2) diVA=%%(rAr)+%a(%e +%
10 { av} 1 9%V  o%V
+ +

A =——|r— [t ——+—
) r or rar 2 80> 972

2. Divergence, rotationnel et laplacien en coordonnées sphériques #
oQ .
1) Déterminer en utilisant les déplacements élémentaires de la figure ci-dessous I’expression de la composante radiale de rot A

en coordonnées sphériques.

z
A rsin 6d¢

dr e, “
------- $ S

rsin 0 'l . 3
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X

2) Déterminer en utilisant les déplacements élémentaires de la figure ci-contre I’expression de div A en coordonnées sphériques.
3) Déterminer a partir de sa définition intrinseque 1’expression du laplacien scalaire en coordonnées sphériques.

CHAMPS ET OPERATEURS DIFFERENTIELS



1
rsin ©

9 oA 10 1 o
—(sinBAy) ——2 | 2) divA =——|r?A, [+ ———|Agsin 6] +
[ae(sm ») a¢} J A= 6r[r ] ring oL e inl

04y
rsin@ 0¢

(B
réponses : 1) Erot AJ (2, =

3. Formules d’analyse vectorielle 4 &

0o , - 0G
1) Démontrer ¢Vd OM= J-J.d - OgradV
i )

-~ . [E.
2) Démontrer ﬁdzy OA= ”T rot A7
7 7" dans .

4. Champ a circulation conservative 4

1) Un champ est a circulation conservative si et seulement si sa circulation entre deux points M, et M, est indépendante du

chemin Yy suivi entre M, et M, . En déduire que le rotationnel d’un tel champ est nul en tout point.

Un point matériel est astreint a se déplacer dans le plan xOy. Il est soumis a une force dont I’expression en fonction des
coordonnées x et y du point matériel est F = O(( yzé'x - szy)

2) Cette force est-elle conservative ? Déterminer le cas échéant 1’énergie potentielle associée.

3) Le point matériel se déplace du point A de coordonnées (0, a > 0) au point B de coordonnées (b >0 ,0). Calculer le travail de

la force F lors du déplacement :
a) en suivant la droite (AB) : chemin Y, ,

b) en suivant les deux segments de droite (AO) puis (OB) : chemin Y, .

4) La force est maintenant F = By —x)(e, — Ey) . Reprendre les questions 2) et 3)

réponses : 2) non 3) )W, = O(a—;(a +b) ;b) W, =0 4) force conservative, E(x,y) =%B(x— VW =%B(a2 -b%)

2
. . .

5. Equivalent volumique des forces de pression 4 4
Un systéme quelconque 2 de volume 7"a I'intérieur d’une surface fermée .7 est placé dans un fluide.

1) Donner I’expression de la résultante F » des actions de pression qu’exerce le fluide sur 2.

2) Montrer en utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski que I’on peut écrire cette résultante a 1’aide d’une intégrale volumique.
3) En déduire I’équation locale traduisant dans un référentiel galiléen 1’équilibre d’un fluide de masse volumique p placé dans
un champ de pesanteur uniforme.

- - - 58 0o
réponses : 1) F, == ﬁp(M)dzy 2) F, =—ijgradpd37 3) grad p =pg
MOy MO

6. Détermination d’un champ vectoriel 4 &

On considere un champ E = E, (r)e, stationnaire a symétrie sphérique dans un systéme de coordonnées sphériques de centre O.

Dans le domaine de I’espace D compris entre deux spheres de centre O et de rayons R, et R, > R, ona divE =0.

. OB
1) Quelles sont les propriétés intégrales d’un tel champ ? Montrer qu’il existe un potentiel V(M) tel que E =—gradV .

2) On a comme conditions aux limites : V(R;) =V, et V(R,) =V, . Il y a-t-il unicité de E dans D ? Calculer E et V dans D.

oo _

- . 0@ - RR
réponses : 1) rot E=0 =L[V/ E =—gradV 2) unicité d’apres le théoreme de Helmholtz ; E = —1-2

R, - R
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